ANTENAS FUNDAMENTOS DE RADIACION 1

Ecuaciones de M axwell

Ecuacionesdiferenciales

Los fendbmenos electromagnéticos se pueden describir a partir de las
cuatro ecuaciones de Maxwell.

Ley de Ampére - - - D
y P N H=J +E
fit
Ley de Farada N B
y y R E=- B
fit
Ley de Gauss N>xD=r
Ley de Gauss KB =0
Unidades
E Campo eléctrico Voltios/m
i Intensidad qQI campo Amperios/m
magnético
_ Desplazamiento del campo : 2
D eléctrico Culombios/m
B Flujo del campo magnético  Weber/m?=tesla
J Densidad de corriente Amperios/m?
r Densidad de carga Culombios/m?®

Ecuacion de continuidad

De las ecuaciones anteriores se deduce la ecuacion de continuidad.
Para ello se toma la divergencia de la ley de Ampeére. Teniendo en
cuenta que la divergencia del rotacional es cero, se obtiene la relacion
entre las cargas y las corrientes.
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Casos particulares de las Ecuaciones de M axwell

En el espacio libre las corrientes y las cargas son cero y las ecuaciones
de Maxwell se pueden simplificar eliminando los términos
correspondientes. Asimismo si las fuentes varian arménicamente con
el tiempo, las ecuaciones electromagnéticas y sus soluciones se
simplifican, utilizando para ello una notacién fasorial, de forma que
las derivadas respecto al tiempo se transforman en productos por el

factor JW. Finalmente para casos sin variacion temporal, las
ecuaciones toman las formas de electrostatica y magnetostatica.

Diferencial Ley de Ampere Ley de Ley de Ley de
Faraday Gauss Gauss

Caso «., = = D e, = B o -
general N H-J+W N E_'ﬁ NxD=r RNx8=0
Espacio «. = 9D -, =_ 1B .= .
libre N H_W N E__ﬂ NxD=0 RN>xB=0
Armoénica N H=J+(s +jwe)E N E=-jwrH RNsD=r Rx8=0
Estacionario N H=3J RN E=0 RB=r RxE=0

Ecuacionesen forma integral

Las ecuaciones de Maxwell se pueden escribir en forma integral,
aplicando para ello los teoremas de Stokes y de la divergencia

H mr:@i%wﬂiﬁs
e Tty
- o5

P06 Gy o

@p>os=0
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En medios materiales hay que considerar la relacion entre los

vectores intensidad EH e induccion DB utilizando Ia
permitividad eléctrica y la permeabilidad magnética, que en el
espacio libre toman los valores

€ =109/36n F/m
Mo = 42107 H/mM

En general
D=eE=eegE
B=mH =mmH

Los valores relativos de la permitividad y permeabilidad pueden ser
reales o complejos, escalares 0 matrices , constantes o
variables(dependientes de la posicidn). En cada caso los medios se
denominan como:

Permitividad, Tipo de medio
permeabilidad
Real Sin pérdidas
Compleja Con pérdidas
Escalar Is6tropo
Matriz Anisoétropo
Constante Homogéneo
Variable Inhomogéneo
Finalmente, las antenas se estudiaran en medios lineales,

homogéneos e isotropos.

En este caso las ecuaciones de Maxwell para campos variables
sinusoidalmente se pueden escribir como

R>E="
e
NxH =0
N E=- jwrH
N"H=J+ jweE
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Ecuaciones de Onda para los Campos

Ecuaciones de Maxwell (variacion armonica)

RxE="
e
N>xH =0
N E=- jwrH
N"H=J+ jweE

Ecuacion de continuidad

De las ecuaciones anteriores se deduce la ecuacion de continuidad,
tomando para ello la divergencia de la Ley de Ampére, y teniendo en
cuenta que la divergencia del rotacional es cero.

Las ecuaciones de Maxwell, desde un punto de vista matematico son
un sistema de ecuaciones diferenciales vectoriales de primer orden,
apareciendo entremezclados los campos eléctricos y magnéticos. A
continuacion se van a obtener unas nuevas ecuaciones diferenciales,
de segundo orden donde se encuentren separados los campos.

Ecuacion de onda para e campo eléctrico

Tomando el rotacional de la Ley de Faraday se obtiene la ecuacién
de onda para el campo eléctrico

pral
pral
. =
|
pral
m
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+
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RI2E +w?neE = jwmi +K ()
e
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Ecuacion de onda para el campo magnético

Tomando el rotacional de la Ley de Ampeére se obtiene la ecuacion de
onda para el campo magnético.

Definicidon de los potenciales

Para simplificar el calculo de los campos eléctricos y magnéticos se
puede recurrir a una funciones potenciales escalar y vector, que
simplifiquen los célculos.

Definicion del potencial vector

El potencial vector se puede definir teniendo en cuenta la ley de

Gauss para el flujo magnético. Si se define B como el rotacional de
un vector, automaticamente se cumple que la divergencia es cero.

xB=0

N™ A

o 22

Definicion del potencial escalar

El potencial escalar se puede definir a partir de la Ley de Faraday y
de la definicion del potencial vector. Teniendo en cuenta que el
rotacional del gradiente de una funcion es cero, se puede definir el
potencial escalar como:

m 2 2 2@
=, M m
I'II'I 11 11
11 < %
)
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Ecuacion deonda para e potencial vector eléctrico

La ley de Ampére y las definiciones anteriores nos permiten obtener
la siguiente ecuacion de onda para el potencial vector eléctrico.
N°H=J+ jweE

N° N A=mJ + jwrre(- NF - jwA)

NKNxA- N2A=mJ + jwne(- NF - jwA)

N2A+w?meA=-mJ + NN xA + jwneF)

Ecuacion de onda para el potencial escalar eléctrico

Utilizando la Ley de Gauss para el campo eléctrico se obtiene la
ecuacion de onda para el potencia escalar

RxE="
e

Rix- jwA-RF)y=L
e

RI2F +w2meF =- L +(- jwRlxA+w?neF)
e

Definicion dela condicion de L orentz

Se ha definido el campo magnético a partir del rotacional del
potencial vector, pero es necesario definir también su divergencia.
Esta relacion se denomina condicion de Lorentz.

N xA+ jwmeF =0

Es posible simplificar las expresiones de las ecuaciones de onda para
los potenciales.

Ecuaciones de onda de los potenciales

2

k2

pral
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Ondas planas, cilindricasy esféricas

Los campos eléctricos y magnéticos y los potenciales estan
relacionados mediante la ecuacién de onda vectorial inhomogénea.

La ecuacién de onda escalar homogénea, (en ausencia de fuentes) se
puede escribir como

N2W+k?W=0

La ecuacion de onda se puede resolver de forma analitica en diversos
sistemas de coordenadas (cartesianas, cilindricas, esféricas, etc). Se
puede resolver mediante el método de separacion de variables, en
forma de productos de series. Los coeficientes de las series se
determinan a partir de las condiciones de contorno del problema.

Ondas planas

En algunos casos la ecuaciéon de onda se puede resolver
directamente. Por ejemplo en coordenadas cartesianas, cuando no
existe variacion respecto a x e y la ecuacion de onda tiene la solucion
conocida de ondas planas unidimensionales.

N2W+ kW= 0

Ondascilindricas

La solucion de la ecuacién de onda en coordenadas cilindricas, con la
condicién de no variacién en las direcciones ¢,z se puede obtener

O - -7 N2 ars .
facilmente a partir de la expresion de N° en cilindricas y de las
soluciones de la ecuacién diferencial de Bessel.
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N?W+k?W=0
27-0

Iz

M:O

i

TWwW, 11w
w2 r qr
W= AHé”(kr )+ BH(‘,Z)(kr)

+k*W=0

Las funciones H que se obtienen son las funciones de Hankel
modificadas de primera y segunda especie, que tienen un
comportamiento asintotico como

- jkr
HP (kr )=

jkr

HE (kr) =2

Representan ondas cilindricas que se propagan en la direccién radial
en el sentido de radios crecientes y decrecientes

Ondas esféricas

En coordenadas esféricas en el caso de que haya simetria en trono al
origen, sin variacion respecto a las variables angulares, la solucion de
la ecuacién de onda en con la condicion de no variacion en las

direcciones 0,0 es

N2W+ kW= 0
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La solucién se obtiene como superposicion de dos ondas esféricas,
progresiva (desde el origen a infinito) y regresiva, en sentido

contrario.

Funcion de Green de la Ecuacion de Onda

La ecuacion de onda en coordenadas esféricas, con una fuente
puntual en el origen de coordenadas se puede resolver teniendo en
cuenta que la solucion debe ser en forma de ondas progresivas.

N2G +k -9(r)
NN G+sz—- 1(r)
jkr

G= e
4pr

Para determinar el valor de la constante A, se puede integrar en una
esfera que encierre el origen de coordenadas, teniendo en cuenta que
la superficie de la esfera es proporcional a r2 , mientras que el
volumen es proporcional a r3. Calculando la divergencia de la
solucidn e integrando se obtiene A=1.

@NG>r?sin(@)dqdf +k?cggysdv=-1

Qusdv® -0
jkr
G(r) _e_
4or

Si las fuentes estan situadas en un punto distinto del origen,
definido por el vector ', la solucién es la misma que en el caso
anterior, con un cambio en el sistema de referencia.

- jk|r-r
g M-

G(r,ry=——
0= 1
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Soluciones I ntegrales para los Potenciales

Una vez obtenida la solucion de la ecuacién de onda para una fuente
puntual, para obtener la solucién general se puede aplicar el
principio de superposicién, integrando el conjunto de todas las
fuentes.

Potencial escalar

La ecuacion de onda para el potencial escalar es

~ r
N?F +k°F =- —
e

La funcion de Green para la ecuacién de onda en coordenadas

esféricas es

e jKr- 7|

G(r,r)y=——
-7

La solucién para el potencial se puede obtener como la convolucién

de la respuesta impulsional (funcion de Green) con las fuentes

(distribucion volumeétrica de cargas).

F =§cmG (F.F)r (F v’

F=lapo. e ey
=— r V'

e, 4p|r- )

Potencial vector

Para obtener la solucién para el potencial vector eléctrico, se puede
partir de la ecuacion de onda

N?A+k?A=-mJ
La ecuacion de onda anterior se puede descomponer en tres
ecuaciones escalares, correspondientes a cada una de las

componentes cartesianas del vector. La solucién se obtiene sumando
las soluciones escalares.
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N*A +K*A =-mJ,
KEA, +K°A, =- 0,
N?A, +K2A, =-mJ,

Solucién integral para la ecuacién de onda del potencial vector

A= maggfs(7,7)I(7 av*

A= @WJ(F ')dV'

Soluciones Temporales de los Potenciales

La solucion de la ecuacién de onda para variacion armonica es
e jKJr- 1

G(r,ry=———
0= ol r

11

Teniendo en cuenta que la transformada de Fourier de una funcién
de modulo constante y fase lineal se puede escribir como un delta en

el dominio del tiempo.

—)

El potencial escalar se puede obtener a partir de la convolucién de la

respuesta impulsional con la distribucion de cargas.

|I7- I7I|)

E. dv'
4

r(r,t-

FED= Aol

El potencial vector de una distribucion de corrientes, en el dominio

temporal es de la forma

A(F,t)=(‘ﬁj P71 dv'
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Expresiones gener ales de los campos

Los campos eléctricos y magnéticos se pueden obtener a partir de los
potenciales mediante las expresiones siguientes

N~ A

I,
11

1
m
=- jwA- NF

m

Las soluciones que se han obtenido para los potenciales en forma
integral son

F :é(‘ﬂﬁ(?,r')r (F v’
A=magips(r.r )3 (7 v’

- jK|F- T

G(r,r'):—4p -

Para calcular los campos es necesario calcular los gradientes y
rotacionales de los potenciales.

NF(F’)z%@QG(?,T")r(T")dV'

- N €M% dG(R) -
NG(r,r)—N(4pR)— R R

- kR
e’ 4

R

. n_g o L
NG(r,r") =(- jk R)4pR

N“ A= nN" qggs(r, 7 ) I(Fav' = magNG(F, 7))~ I(T)av'

Finalmente, simplificando las anteriores expresiones se obtiene el
campo eléctrico, valido en todos los puntos del espacio.

B ~ - KR : ~ L aey KR
E=L g () dv+ S i (r)R- YR T g,
4pe R dpe k g R
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El campo magnético es

1 e KR - JkR

o 1 a qea€ K s e € ,
H= 4pch J(r)R2 dv 4pg.ﬂR () = dv

V'

A distancias muy cercanas a las fuentes predominan los campos que
son proporcionales a 1/r2 mientras que a grandes distancias
predominan los proporcionales a 1/r

Camposinducidos

Son proporcionales a 1/r2 y corresponden a las leyes de Coulomb y
Biot y Savart, con un término adicional de fase. Si k=0 se obtienen
las expresiones conocidas de los campos de una distribucién de
cargas y de corrientes.

—’_i\\\" _.,e_ij
E = s G (5

V'

av'

- jkR

1 5 F/n€ ,
i:'g(ﬂﬁ J(r") = dv

V'

I

Camposradiados

Los campos radiados son proporcionales a 1/r y son los que
contribuyen a la radiacién a grandes distancias de las fuentes.

_ H R LA - jkR

g =K o (ryR. WBFOE Ty,
ape T k "o R

N H N N - jkR

H =- %@R’ JEnE—av

R

V'

Los campos magnéticos inducidos y radiados son iguales cuando se
cumple la condicién

1_k
R R
R:I_

2p
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Campos radiados

Los campos radiados se pueden calcular a partir de las expresiones
generales de los campos, realizando las correspondientes integrales.
Si estamos a una distancia suficientemente grande de la antena,
podemos hacer una serie de aproximaciones que nos simplificaran
los célculos.

Se puede considerar que todas las ondas originadas en la antena
siguen trayectorias paralelas hasta el punto de campo, es decir

Al ser las trayectorias de los rayos paralelas, la diferencia de caminos
recorridos por las diferentes ondas se puede calcular como

R=r-rx"

Las ondas producidas en cada punto se pueden aproximar por una
onda centrada en el origen de coordenadas con un desfase adicional
equivalente a la diferencia de caminos.

Funcion de Green aproximada

g gl
G(F,F)=——=—"-e"*
4R dpr
El potencial vector eléctrico a grandes distancias se puede calcular a
partir de la funcién de Green aproximada a grandes distancias

Potencial vector

_ g R 4 me ik o g
A=ma)y— J (F)dv'= vy (7)™ dv’
mqm)—w IoR () Zor (?;DJ( )

Campo magnético

El campo magnético radiado se obtiene a partir de la expresion
anterior, junto con la expresion aproximada del potencial.
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N R N jkR
H:-%@R’ 3 —av
T Jk AN/~ = e_jkr jki>F 1
H=--—quof J()—e" av
2 @ r
H=-Kp &
m

Se puede observar que el campo magnético es perpendicular a la
direccion radial y al potencial vector.

Campo eléctrico

El campo eléctrico radiado se puede calcular a partir de los
potenciales y la condicion de Lorentz

NN A

E=- jwA- NF =- jwA-
wiTe

El gradiente y la divergencia en coordenadas esféricas es

Gy of M ol o 1T
1Ir r 19 rsinq ff

N%:iﬂr2A+ 1 1(Alsinq)+ 1 A
r qr rsing 1q rsing ff

Se puede observar que todos los términos de la divergencia son
proporcionales a la distancia, excepto el primero, la divergencia se
puede aproximar por

R = A
qr

Tomando el gradiente de la divergencia se llega a

TA GITA o 1 TA

A= _
qr? rrfqg  rsing fryf

pral

N

Efectuando las operaciones indicadas, el sumando que decrece
menos con las distancia es el debido a la componente radial
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2
NNxA:f“ﬂ"z\ =- K2(F XA)F
r

Finalmente nos queda una expresion muy simple para el campo
eléctrico radiado a grandes distancias

E=- jw(A- FXA)F) = jw(f" (" A)

El campo eléctrico es perpendicular a la direccion radial (sélo tiene
componentes tangenciales).

EXxpresiones apr oximadas par a los campos r adiados

Los campos eléctricos y magnéticos son perpendiculares entre si y
s6lo tienen componentes tangenciales. La relacién entre sus médulos
es la impedancia caracteristica del medio, que no debe confundirse

con la eficiencia.

A= A

m
E=- jw(A- fxA) = jw(f" (r" A)
E=h(H" )

Desarrollando los productos vectoriales, se pueden obtener las
componentes de los campos radiados

H, =0

_ 5

E =0 H, = h
B =- WA o =B
E =- WA " h
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El vector deradiacion

Definicion del vector deradiacion

El potencial vector es el producto de dos términos, por una parte
tenemos una onda esférica centrada en el origen de coordenadas, y
por otra parte una integral que vamos a denominar vector de

radiacion N .

N\ T ejer’ dV

N’ — @j’(r l)ejkf>f‘dvu

El vector de radiacién se puede considerar como la suma vectorial de
todas las corrientes multiplicadas por un término que representa la
diferencia de fase entre la onda que produce y la que tendria si la
onda estuviera situada en el origen de coordenadas.

| nter pretacion como Transformada de Fourier tridimensional

El término de fase depende de la direccion del espacio que se esté
considerando y de la distancia al origen. Descomponiendo el vector
distancia en sus tres componentes

k= k=k&+k,§+k,2

r'=x'x+y'y+z'z

<>

X+
y

><)

Vemos que el vector de radiacion se puede interpretar como una
integral tridimensional.

N = qyl (7 )e"" dv' = gyl (7 )e™* e e av
\a v
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La integral se puede interpretar como una transformada de Fourier
tridimensional entre las posiciones de las fuentes (x’,y’,z’) y las

frecuencias espaciales (kx,ky,kz). EIl vector k depende de la longitud
de onday de las direcciones del espacio (q,f ).

Si las corrientes se distribuyen a lo largo del eje z, la interpretacion es
més simple.

Vector deradiacion deun hilo decorriente

N = gyl (F )e’**e™ el dv’
J(x,y,2) =1 (@M ()2

N = Z@ijXIﬂ(X')dX' c\?ikyy'ﬂ(y-)dy-c\j (Z')ejkzzldz'
N =20y (z)e**dz'

El vector de radiacién se puede interpretar como la transformada de
Fourier unidimensional de las corrientes.
Si el hilo de corriente uniforme, el vector de radiacion se calcula
como.
N =20y (z)e**dz'
1(z) =1
h
Z£-
2

h
N(k,) = 2§, 1" dz'
2

) sin(k, 1)
N(k,) = 2|h—h2
k,—
2
k, =kcos(q)
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