Capitulo 2
Cinematica

El desarrollo de las expresiones contenidas en este capitulo se lleva a
cabo en un sistema de referencia general cartesiano {I; Is Is3}. La notacién
es, con algunas diferencias, la empleada por Malvern (1969) [2] y Crisfield
(1991) [1].

2.1. Gradiente de la deformacién

El vector posicién de un punto cualquiera del sélido en la configuracion
inicial o de referencia es X. Este vector sirve, en la descripcién lagrangiana
del movimiento, como etigueta del punto durante todo el cambio de confi-
guracion. Por ello, en la configuracién actual, el vector posicién x del punto
serd una funcién de X', X2, X3 y del tiempo t.

x=x(X' X% X3 1). (2.1)

De forma abreviada escribiremos & = x(X,t). Diferenciando esta expresion
en un instante ¢ dado se tiene

ox
de = — dX.
TTox
El tensor 0z /0X se denomina tensor gradiente de la deformacion
ox
F=— 2.2
X (2:2)
y convierte el vector inicial dX en el vector de resultado de la deformacién
de=F dX. (2.3)

2.2. Tensores de deformaciéon de Cauchy y Green

Sea ds el moédulo del vector dxz. Podemos calcular el cuadrado de su
médulo a partir de (2.3)

(ds)? =dax" -de =dXT FTFdX =dX'CdX, (2.4)
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donde
C=F'F (2.5)

es el denominado tensor de deformaciones de Cauchy, que, a diferencia del
gradiente de la deformacién, es un tensor simétrico.

Figura 2.1: Deformacién de una esfera elemental

Si denominamos dS al médulo de dX, entonces
(dS)?=dXT - dX =dXT1dX.
Podemos introducir la siguiente medida de la deformacién

(ds)? — (dS)?
2

1

= dX" 2 [C-1]dX =dX"EdX, (2.6)

[\

donde E es el tensor de deformaciones de Green

—_

E_

-5 lc-1 (2.7)

2.3. Cinematica en la teoria no lineal

2.3.1. Descomposicién polar del gradiente de la deformacién

El teorema de descomposicion polar de una matriz permite expresar el
tensor gradiente de la deformacién como producto de dos tensores

F=RU, (2.8)
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siendo R un tensor ortogonal de determinante +1, y U un tensor regular.
El mismo teorema sirve para llevar a cabo la descomposicién de forma que
el tensor R actie en primer lugar.

F=VR. (2.9)

En el ejemplo de la figura, tomado de Crisfield (1991) [1, seccién 4.8], se
puede observar la interpretacién fisica del teorema de descomposicién. En

cixg = U X
s = ‘
7 ey eas {2 } \\\dx R ox,
// ’ N
— X = as|l] dx=dsr}
ax, = dS{?} /‘
der = RAX T " dk = Vo

este caso
F=RU-=

pero también se cumple

F=VR=

entonces
0 —1
dx = [2 0 ] dX

2.3.2. Interpretacion fisica de los tensores de deformacion

Si escribimos el diferencial de longitud inicial como dX = dS N, donde
N es un vector unitario en la direccién de dX, entonces, la expresién (2.4)
que define el tensor de Cauchy se puede transformar en

NTCN = =\?, (2.10)
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donde A = ds/dS es el alargamiento relativo (stretch). Por otra parte, a
partir de la expresién (2.6) correspondiente al tensor de Green se tiene

(ds)? — (dS)2  A2—1

N'EN = —
2(dS)? 2

(2.11)

Para tener una interpretacion fisica de esta ultima expresiéon podemos operar
sobre la medida de la deformacién
(ds)* — (dS)?  ds—dS ds+dS
2(dS)? dS  dS+dS’

(2.12)

La primera fraccion es el alargamiento unitario, que en la literatura se de-
nomina también engineering strain y es la medida usual de la deformacién
en aplicaciones de ingenieria. La segunda fraccion es, en general, distinta
de 1. Sin embargo, si las deformaciones del medio son pequenas, su valor
serda proximo a la unidad. Por tanto, el tensor de Green E mide el alarga-
miento unitario en la teoria de pequenas deformaciones. Mas adelante se
demostrard cémo E coincide en este caso con el tensor de deformaciones
lineal.

Los autovalores y las direcciones principales del tensor C se calculan a
partir de la ecuacién

[C—all N=0 con
N'N=1.
A partir de la expresion (2.10) es sencillo comprobar que los tres autova-

lores de C coinciden con los cuadrados de los tres alargamientos relativos
principales

ay = A\
042:)\3
Oé3:>\§

Denominando IN1 Ny N3 a los vectores unitarios en las direcciones prin-
cipales, la expresion de C a partir de sus autovalores y vectores propios
es
A0 0] [NT
C=[NiNyN3l |0 X 0] |[NJ (2.13)
0 0 A3 [NJ

Los mismos célculos se pueden llevar a cabo para el tensor de Green

[E—BI] N = 0.
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Introduciendo la definicién de E (2.7) y operando es sencillo comprobar que
E y C poseen las mismas direcciones principales, y que la relacién entre los
autovalores es = (o — 1)/2, luego

B = (A -1)/2
B2 = (A3 —1)/2
B3 = (A —1)/2,

y
(A2 —1)/2 0 0 NT

E = [N, Ny N3] 0 (A2 —1)/2 0 NI|. (2.14)
0 0 (A2 -1)/2] |NT

Para analizar el tensor de alargamientos por la derecha U observamos
que
C=FF=UR'RU=U'U,

de donde se deduce que UTU tiene los mismos autovalores y las mismas
direcciones principales que C. A partir de este resultado se puede demostrar
que U posee las mismas direcciones principales, y sus autovalores son

A1 = +ya
Ao = +4/ag
)\3 = +\/05737

entonces
M0 07 [NT
U=[N;NyN3] |0 X O [NI|, (2.15)
0 0 Xs] NI

y por lo tanto
NTUN =\ (2.16)

A la vista de este resultado, la forma cuadratica (ds)?> = dXTC dX que
define C —ecuacién (2.4)—- representa un elipsoide cuyos ejes quedan definidos
por los vectores IN1 No IN3. El proceso de deformacion se puede interpretar
de la siguiente forma:

1. La esfera elemental de ecuacién (dS)?> = dXTdX se transforma en
el elipsoide (ds)? = dX'C dX de ejes N1 N3 N3. El resultado de
la deformacion sobre el segmento dS del eje i es ds = \;dS. Esta
transformacion queda definida por el tensor de alargamientos por la
derecha U.
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Figura 2.3: Descomposicion del proceso de deformacién

2. El elipsoide experimenta finalmente una rotaciéon hasta su posicion
actual, definida por el tensor ortogonal R.. El sistema {N1 Ny N3} se
transforma en el sistema {n nyns} de la siguiente forma

[TLlTLQTLg] :R[NlNQNg], (2.17)

que define la posicién final del elipsoide.

2.4. Tensor de deformaciones lineal

2.4.1. Componentes del tensor de Green en funciéon de los
desplazamientos

La relacién entre la posicién inicial y la final es
r=X+d. (2.18)

Diferenciando esta expresion se tiene

d
dr =dX + a—dX =(I+H)dX, (2.19)
0X
donde H = 0d/0X es el tensor gradiente del desplazamiento. Es inmediato

comprobar que
F=I+H. (2.20)
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A partir de esta definicién se puede calcular el tensor de Green en funcién
de las componentes del desplazamiento

(ds)? — (dS)?

5 =dz' -dr —dX"dX

1
= dXT5 (I+H)T(I+H) -1 dX
1 1
= dXT[5 (H"+H) + 3 H'H] dX.
A partir de la definicién (2.6) resulta

1
E=_-(H+H)+ 3 H'H, (2.21)

DN |

y en componentes
_1(8d,~ 8dj)+1 od, od"
W 209X7 T 9XY T 2 0X1OXI'
Como se puede observar, el tensor de Green tiene una parte lineal y una

parte cuadratica, que depende de los productos entre las derivadas de los
desplazamientos.

(2.22)

2.4.2. El tensor de deformaciones en la teoria lineal

Se denomina tensor de deformaciones lineal € a la parte lineal del tensor

de Green E )
e=o(H+ H'), (2.23)

y en componentes

s = 1 ( 6dzl n Gd]‘)'

2 °0X1  0X?

Por definicién, el tensor € es un tensor simétrico. Las ecuaciones anteriores
son, por tanto, seis ecuaciones en derivadas parciales de las componentes de
los desplazamientos y se denominan ecuaciones cinematicas, pues relacio-
nan desplazamientos y deformaciones. Para disponer de una interpretacién
fisica de € recurrimos a la expresién (2.19)

(2.24)

de =dX + HdX (2.25)
1 1

=dX + §(H7HT) dX + 5(H+HT) dX (2.26)

—dX +QdX + e dX. (2.27)

El primer término es el debido a una traslacién de sélido rigido, el segundo
a una rotacién infinitesimal (definida por una matriz antisimétrica)

0 —Ww3 w2
Q= ws 0 —wil, (2.28)
—Ww9 w3 0
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Figura 2.4: Deformacién en teoria lineal

y el tercero explica el cambio de forma en la teoria lineal. En notacion clasica

1 1
€x  €py €xz €z 3Vzy 37Vzz
— 1 1
€= |€y € €| = ?'yxy € Vyz| - (2.29)
1
€xz €xz €z 5Yxz  37Vyz €2

2.5. Estado deformacional en el entorno de un
punto

En adelante todos los desarrollos se llevan a cabo en el marco de la teoria
lineal.

2.5.1. Deformaciones principales y direcciones principales de
la deformacion

La solucién del problema de valores propios

[e—aI] N=0 (2.30a)
NT.N=1 (2.30b)

proporciona las deformaciones principales, que ordenadas de mayor a
menor se denotan €1, €2, €3 (en muchos textos los subindices son nimeros
romanos). Los vectores propios correspondientes a cada tensién principal
definen las denominadas direcciones principales de la deformacion,
N1, Ny, N3. El tensor de tensiones admite, por tanto, la siguiente expresion
en el sistema de referencia cartesiano

e 0 0] [NT

e=[N1 NyN3J |0 e O [NI|. (2.31)
0 0 e] [NT
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Los invariantes del tensor € se denotan I., II., III., y el polinomio carac-
teristico para el cédlculo de las deformaciones principales es

—ad+I.o?—II.a+III =0. (2.32)

2.5.2. Alargamiento unitario

Consideremos el vector € dX que aparece como tultimo término de la
expresion (2.25). Su proyeccién en la direccién de dX = dS N serd

NTedX =dSNTe N =dS e,

expresién en la que hemos introducido ¢, = NTe N. Por otra parte, la
proyeccién de dx = ds n en la direccion de dX vale

NT dx =dscosa,
ya que IN y m son unitarios. Ademds la proyeccion es igual a
dS +dS e,

luego
dscosa =dS +dS e, = (1 +¢,)dS. (2.33)

Dado que en teoria lineal cosa ~ 1, ¢, resulta ser el denominado alar-
gamiento unitario

ds — dS
= 2.34
€n ds ( )
y su expresién en funcién del tensor de deformaciones lineal es
en=N'eN. (2.35)

Conviene comparar estos resultados con las expresiones (2.11) y (2.12).

2.5.3. Distorsién angular

Consideremos dos segmentos diferenciales dX, = dS, N, v dX;, =
dSy N que forman un angulo A en la configuracion inicial. Estos segmentos
se transforman en dx, = ds,n, y dx, = ds, ny, que después de la defor-
macién forman un angulo a. El cambio que se produce en el dngulo entre
los segmentos se denomina distorsién angular, y se define con el siguiente
criterio

Yab = A — . (2.36)

Para calcularlo en funcion del tensor de Green, tendremos en cuenta que

cosa = coS A — vup = cos A coSYqp + sen A sen vup.
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En teoria lineal cos . ~ 1 v senvyap =~ Yapb, luego
cosa = cos A + 7 sen A. (2.37)
Por otra parte

dwawab = dsqdsycosa = (1 + €4)(1 + €) dS, dSp cos a,

deldr, = dXFTF dX,
=dX]I+ QT+ eI+ Q+e) dX,
=dX,(I+2e)dX,
=dS,dSy NJ(I1+2e€) N,
= dS,dSy(cosA+2Nle Ny),

entonces, teniendo en cuenta que ¢, €, es despreciable frente a €, 0 €
(1+€+e) cosa=cosA+2N]e Ny,

Introduciendo (2.37) en esta udltima expresién, y despreciando el producto
Yab(€a + €p) frente a los factores resulta finalmente

2NTe Ny — (4 +€p)cos A

— (2.38)

Yab =

2.5.4. Deformacién volumétrica

Consideremos un elemento diferencial de volumen dVy = dS7 dSs dS3 en
la configuracién inicial, orientado segin las direcciones principales { N1, N2, N3}.
El elemento tendra un volumen dV = dsi dss ds3 tras la deformacién. Ope-
rando y depreciando los términos de segundo orden

dV = (1+€1)(1+ €2)(1+ €3)dS; dSe dSs
= (1 + €1+ €2+ 63) dS1 dSQ dS3.
A partir de esta expresién introducimos la deformacién volumeétrica e, o

cambio de volumen relativo

dv —dVy
e = ——

qv = €1 + €2 + €3, (2.39)

que resulta ser igual al primer invariante de €

e=Il.=¢€ +e +e,. (2.40)
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2.6. Interpretacion fisica de las componentes del
tensor de deformaciones

El célculo de los alargamientos unitarios en las direcciones coordenadas
mediante la expresién (2.35) proporciona los alargamientos unitarios en esas
direcciones, que resultan ser, respectivamente, las componentes de la diago-
nal del tensor. Por ejemplo, en la direcciéon y, el alargamiento viene dado
por la expresién

€x €Exy €Exz 0
N,Je N, ={0 10} |ezy € €| 17 =¢y, (2.41)

€rz €xz €z

que es precisamente la componente asociada al eje y de la diagonal del tensor.

En cuanto a las distorsiones angulares que sufren segmentos inicialmente
orientados segun las direcciones coordenadas, se pueden calcular por medio
de la expresion (2.38). Como resultado se obtiene el doble de las componentes
localizadas fuera de la diagonal del tensor. Como ejemplo se desarrolla el
calculo de la distorsion experimentada por segmentos inicialmente orientados
segun los ejes x, z

€x  €ry €xz 0
Yor =2N, € N, =2{1 00} |ery, € x| 0p =26 (242

€xz €xz €z 1

Este resultado justifica la expresién cldsica (2.29) del tensor de deformacio-
nes lineal.

2.7. Ecuaciones de compatibilidad

El campo de deformaciones queda determinado por las seis componen-
tes distintas del tensor de deformaciones lineal mediante las ecuaciones ci-

nematicas
1 od;  0d;

i =5 (our * )’

La obtencién de las funciones ¢;; a partir de las componentes de d no ofre-
ce dificultad. Sin embargo, el problema inverso puede no tener solucién, ya
que se dispone de seis ecuaciones diferenciales para determinar tinicamen-
te tres funciones incégnita. La integracion del campo de deformaciones sélo
serd posible cuando sus componentes cumplan las denominadas ecuaciones
de compatibilidad. Cuando ocurre esto, se dice que el campo de deforma-
ciones es compatible o cinemdticamente admisible.

Para deducir estas ecuaciones es necesario que las ecuaciones cineméti-
cas sean integrables, es decir, que las derivadas parciales terceras de los
desplazamientos sean iguales con independencia del orden en que se lleve a
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cabo la diferenciacién. La demostracién se encuentra en [2, seccién 4.7]. Las

ecuaciones son

2 2 o
2 38;5;’/ = 2;"5 Z = (2.434)
2 2 2
2 E?Xegzz = gzeé” + g - (2.43D)
2 2 )
2 5{5’; = 2;3 + g;i (2.43¢)
2
a%gz ~ax(“ax o 50) (2.434)
aig;yz = %(886;; - 8@? 65?) (2.43¢)
oo =0z (5t o~ 55 (2.430)

Las ecuaciones (2.43) se deducen a partir del tensor de deformaciones lineal,
por lo tanto inicamente son de aplicacion en teoria lineal. En teoria no lineal
el problema de la integracién es mucho més complejo debido a la forma
de las ecuaciones. No obstante, también es posible formular ecuaciones de
compatibilidad en términos del tensor de Cauchy C [2, seccién 4.7] vélidas
para la teoria no lineal.
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