
La matriz de adyacencia del grafo 𝐺 es una matriz de tipo Laplaciano en ℝ49 ×49 .
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Muchos de los actuales problemas científicos pueden
plantearse como un sistema de ecuaciones de la forma
𝐴𝐱 = 𝐛. Cuando 𝐴 tiene la forma

𝐴 = ෍

𝑖=1

𝑑

id𝑛1 ⊗⋯⊗ id𝑛𝑖−1 ⊗𝐴𝑖 ⊗ id𝑛𝑖+1 ⊗⋯⊗ id𝑛𝑑 ,

decimos que 𝐴 es una matriz Laplaciana. Estas matrices
aparecen, por ejemplo, cuando discretizamos algunas
EDPs, como la ecuación de Poisson, y son un objeto de
estudio interesante, ya que el algoritmos tensoriales,
como la Descomposición Propia Generalizada (PGD),
convergen rápidamente a la solución del sistema lineal
asocidado.
Este hecho nos hizo plantearnos si cualquier matriz
cuadrada 𝑀 ∈ GL(ℝ𝑁) podría descomponerse de alguna
forma de manera que el estudio del problema lineal
asociado 𝑀𝐱 = 𝐛 fuese más sencillo. Para ello diseñamos
el Algoritmo de Descomposición Laplaciana, principal
resultado de la presente tesis.
Actualmente estamos analizando las mejoras que supone
la descomposición laplaciana de una matriz, por ejemplo,
en el estudio de algunas EDPs o en ciertos problemas de
grafos.
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Los sistemas lineales son ampliamente utilizados para
abordar modelos computacionales en ciencias aplicadas.
Existen numerosos mecanismos para hacer frente a este
tipo de problema. Sin embargo, la mayoría de ellos
pierden eficiencia a medida que aumenta el tamaño de
las matrices o vectores involucrados. Este efecto se
conoce como el problema de la maldición de la
dimensionalidad. Para intentar solucionar este problema,
proponemos utilizar algoritmos basados en tensores [5],
ya que su uso reduce significativamente el número de
operaciones que debemos realizar.

Una de las técnicas más populares entre los algoritmos
basados en productos tensoriales [3] es la familia de
Descomposición Propia Generalidada (PGD), basada en el
llamado algoritmo Greedy de Rango Uno (GROU) [4]. Del
estudio de este procedimiento para resolver sistemas
lineales de alta dimensión, observamos que hay un tipo
de matrices para las que el algoritmo funciona
especialmente bien: las llamadas matrices de tipo
Laplaciano, que tienen la forma

𝐴 =෍

𝑖=1

𝑑

id𝑛1 ⊗⋯⊗ id𝑛𝑖−1 ⊗𝐴𝑖 ⊗ id𝑛𝑖+1 ⊗⋯⊗ id𝑛𝑑 ,

y que pueden relacionarse fácilmente con el operador
laplaciano clásico.

Algorithm 1  Laplacian Decomposition Algorithm

1:   procedure Lap(𝐴, iter_max, tol)

2:   iter = 1, Lap = 0

3:   while iter < iter_max do

4:   𝐴 ← 𝐴 − Lap

5: for 𝑘 = 1,… , 𝑑 do

6: 𝑃𝑘 𝐴 = id𝑛1 ⊗⋯⊗ id𝑛𝑘−1 ⊗𝑋𝑘 ⊗ id𝑛𝑘+1 ⊗⋯⊗ id𝑛𝑑
7: 𝑋𝑘 ← min

𝑋𝑘
𝐴 − σ𝑖=1

𝑘 𝑃𝑖(𝐴) s.t. tr 𝑋𝑘 = 0

8: Lap= Lap+ 𝑃𝑘(𝐴)

9: end for

10: if    𝐴 − Lap < tol then goto  14

11: end if

12: iter = iter+ 1

13:   end while

14: return Lap

15:   end procedure

Teorema: Sea 𝐴 ∈ ℝ𝑁×𝑁, con 𝑁 = 𝑛1⋯𝑛𝑑 tal que tr 𝐴 = 0, y sea

Δ = 𝐴 ∈ ℝ𝑁×𝑁: 𝐴 =෍

𝑖=1

𝑑

id𝑛1 ⊗⋯⊗ id𝑛𝑖−1 ⊗𝐴𝑖 ⊗ id𝑛𝑖+1 ⊗⋯⊗ id𝑛𝑑 , tr 𝐴𝑖 = 0 ∀𝑖 .

La proyección de 𝐴 en Δ es

𝑃Δ 𝐴 =෍

𝑖=1

𝑑

id[𝑛𝑖] ⊗𝑋𝑖 ≐෍

𝑖=1

𝑑

id𝑛1 ⊗⋯⊗ id𝑛𝑖−1 ⊗𝑋𝑖 ⊗ id𝑛𝑖+1 ⊗⋯⊗ id𝑛𝑑 ,

donde las 𝑋𝑖 se obtienen resolviendo los sucesivos problemas de minimización

min
𝑋𝑖 ∈ ℝ

𝑛𝑖×𝑛𝑖
𝐴 −෍

𝑘=1

𝑖

id 𝑛𝑘 ⊗𝑋𝑘 , 𝑖 = 1, … , 𝑑.

Además, si repetimos el esquema anterior, tenemos que
𝐿𝐴 = lim

𝑘→∞
𝑃Δ
(𝑘)

𝐴

es la matriz laplaciana que mejor aproxima a la matriz 𝐴 en Δ

Supongamos que tenemos un sistema lineal de la forma 𝐴𝐱 = 𝐛, con 𝐴 una matriz
cuadrada en ℝ𝑁×𝑁. Queremos aproximar la matriz 𝐴 mediante una matriz en forma
laplaciana 𝐿𝐴 ∈ ℝ𝑁×𝑁, y resolver el sistema lineal laplaciano asociado 𝐿A𝐱 = 𝐛, para
aproximar la solución del original sistema 𝐱∗ por la solución obtenida del sistema
laplaciano 𝐱𝐿∗ . Para ello, presentamos el siguiente Teorema.

La demostración de este resultado plantea un argumento iterativo similar al
procedimiento del algoritmo Alternating Least Square (ALS), donde se reduce el error
dado por la norma del residuo al actualizar los términos que forman parte de la
descomposición laplaciana. Este procedimiento es descrito por el Algoritmo 1 .

Este es el caso de la famosa ecuación de Poisson −∆𝜑 =
𝐟 . Mediante el uso de aproximaciones derivadas y
métodos de diferencias finitas, podemos escribir la
ecuación de Poisson en forma discreta como un sistema
lineal 𝐴 · 𝜑𝑖𝑗𝑘 = −𝐟𝑖𝑗𝑘, donde 𝐴 es una matriz por bloques
(detalles en [4]).

En la Fig. 1, comparamos el tiempo de CPU empleado para
resolver este problema discreto de Poisson, con 𝐴 escrita
en forma laplaciana, cuando resolvemos el problema
usando el algoritmo Greedy y el operador de Matlab 𝐱 =
𝐴\𝐛, para diferente número de nodos en 0, 1 3 .

Fig 1: CPU-Time comparative

Conclusiones

En la tesis hemos enunciado un resultado que muestra cómo descomponer una
matriz cuadrada como la suma de una matriz laplaciana y otra matriz
linealmente independiente a ella. Además, hemos desarrollado el
procedimiento para realizar esta descomposición en forma de algoritmo.
Actualmente estamos profundizando en el estudio de las mejoras que supone
el empleo de estas matrices de tipo laplaciano en problemas dispersos, EDPs
tras su discretización y ciertos problemas de grafos, como las redes de mundo
pequeño.
Aunque la descomposición laplaciana de una matriz no tiene por qué ser única,
la idea del trabajo presentado es poder cambiar el enfoque tradicional para
resolver un sistema lineal 𝐴𝐱=𝐛, ayudándonos de técnicas que emplean
descomposiciones tensoriales, ya que son más eficientes computacionalmente.
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Algoritmo:

X1 −> min||A−X1⊗ I2||F

X2 −> min||A−X1⊗ I2−I1⊗X2||F

X1

X2

𝐴 = 𝑋1 ⊗ id𝑛2 + id𝑛1 ⊗𝑋2 ∈ ℝ49 ×49

𝑋1, 𝑋2 ∈ ℝ7 ×7

𝐺:
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